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Allgemeines Berechnungsmodell fiir
elektrische Netze

Prof. Dr.-Ing. O. Strelow
Technische Hochschule Mittelhessen - FB Maschinenbau Energietechnik
Institut fiir Thermodynamik, Energieverfahrenstechnik u. Systemanalyse

St. Tonis, 8.11.2017

Elektrische Netze sind wichtige Komponenten zahlreicher technischer Anwendungen,
deren Einsatz sich von der Informations- und Nachrichtentechnik bis hin zur Energietechnik
erstreckt. Fiir Betreiber komplexer technischer Systeme ist es wichtig die Eigenschaften und
Besonderheiten des Verhaltens involvierter elektrischer Netze zu kennen, um in bestimmten
Situationen verlidssliche Vorhersagen treffen zu kénnen.

Die Berechnung von Netzen fiir Gleichstrom, Wechselstrom sowie Dreiphasenwechsel-
strom geschieht meist sequentiell ,per Hand“ d.h. die Struktur des Netzes wird durch
schrittweise Zusammenfassung von Parallel- und Reihenschaltungen bis zum FErhalt der
endgiiltigen Losung vereinfacht. Etwas trickreich ist die Berechnung von Briickenschaltun-
gen iiber den Umweg von Ersatzschaltungen. Alternativ existieren zahlreiche Rechenpro-
gramme mit Losungsanséitzen, welche nicht einsehbar und damit auch nicht nachvollziehbar
sind.

Der Computertechnik Rechnung tragend wurden Losungsansitze vorgestellt, welche auf
dem Matrizenkalkiil basieren [1-3, 5-7]. Konrad Zuse sagte einmal: "Das Matrizenkalkiil ist
das Kleine Einmaleins des elektronischen Rechners". Diese Losungsansiitze basieren auf
dem Knoten- und Maschensatz sowie dem Widerstandsgestetz. Im Sinne einer praktisch
handhabbaren Ingenieursmathematik sind diese Anséitze nicht befriedigend.

Nachfolgend wird eine Berechnungsmethode fiir elektrische Netze vorgestellt, welche auf
einer verallgemeinerten Netztheorie basiert [8]. Diese Allgemeine Theorie der Technischen
Netze (ATN) vereinigt die mathematisch-physikalischen Grundprinzipien von elektrischen,
hydraulischen und pneumatischen Netzen bis hin zu komplexen Systemen der Stoff- und
Wirmeiibertragung sowie zu logistisch-wirtschaftlichen Systemen.

Die vorgestellte Methode ermoglicht die geschlossene Berechnung beliebig strukturierter
elektrischer Schaltungen. Die Anwendung der Methode erfordert lediglich Standardsoftware
wie EXCEL, MathCad oder Scientific Workplace.



1 Modellierung elektrischer Netze

Unter einem elektrischen Netz wird nachfolgend die beliebige Verschaltung ohmscher, in-
duktiver und kapazitiver Widerstéinde verstanden. Elektrische Netze weisen diskrete und
stetige Eigenschaften auf. Diskrete Eigenschaften sind beispielsweise die Zahl von Netzkno-
ten und Leitungen. Stetige Eigenschaften sind die Potenziale der Knoten, Stréome in den
Leitungen sowie die Leitungswidersténde.

1.1 Diskrete Netzeigenschaften

Neben der Zahl von Knoten und Leitungen existieren weitere diskrete Netzeigenschaften,
wie die Anzahl von Maschen sowie die Struktur des Netzes inklusive der Orte von Einspeise-
und Entnahmeknoten.

Zwischen der Anzahl von Knoten, Leitungen, Maschen und Teilsystemen besteht ein ma-
thematischer Zusammenhang, welcher am Beispiel des in Abbildung 1 dargestellten Netzes
aufgezeigt wird:

Abbildung 1: Beispiel eines allgemeinen Netzes mit fiinf Knoten und sieben Leitungen

Das Netz gemifl Abbildung 1 weist fiinf Knoten (K, Ks,... Kj5) auf. Werden die k = 5
Knoten mit [ = 4 Leitungen (durchgezogene Linien) verbunden, entsteht genau ein Netz
ohne Maschen (n = 1, m = 0). Fiir die Mindestanzahl von Leitungen gilt somit /,,;, = k—1.
Durch das Entfernen einer Leitung zerfiillt das Netz in zwei Teilnetze (n = 2). Jede zusiitz-
liche Leitung (gestrichelte Linien) erzeugt dagegen eine Masche (m > 0). Verallgemeinert
gilt fiir n Netze: m + k = [ 4+ n. Diese Netzeigenschaften sind wichtig fiir die nachfolgenden
Berechnungsmodelle.

Zur Beschreibung der Struktur eines elektrischen Netzes wird analog zur Modellierung
von Gasnetzen und Plattenwérmeiibertragern die Verwendung einer Kopplungsmatrix vor-
geschlagen [9, 10]. Die Kopplungsmatrix K beschreibt die Struktur des Netzes. Jede Zeile
der Kopplungsmatrix reprisentiert einen Netzknoten und jede Spalte eine Leitung des
Netzes, geméf} der Zihlreihenfolge. Dies bedeutet fiir das Netz gemifl Abbildung 1 im Ein-
zelnen: das Matrixelement K(e, j) = —1 bezeichnet den Knoten e als Eingang in Leitung
j und das Matrixelement K(a,j) =1 den Knoten a als Ausgang aus Leitung j.



Fiir die Kopplungsmatrix K des in Abbildung 1 darstellten Netzes gilt:

-1 0 0 0 -1 -1 0
1 -1 0 0 0 0 -1
K= 0 1 -1 0 0 0 0 (1)
o o 0 1 -1 0 1 1
o 0 0 1 1 0 0

Zur Losung logistischer Fragestellungen, wie z.B. Planung, Steuerung und Optimierung be-
sitzen weitere diskrete Eigenschaften von Netzen eine wichtige Bedeutung [9]. Dieses sind
der Freiheitsgrad, der Entscheidungsraum sowie die Mengen von abhéngigen und unabhén-
gigen Leitungen. Diese Zusammenhéinge werden in diesem Artikel nicht weiter behandelt.

1.2 Stetige Netzeigenschaften

Die stetigen Eigenschaften eines elektrischen Netzes sind die Spannungen der Netzknoten,
die netzinternen Strome der Leitungen zwischen den Knoten sowie die externen Stréme an
den Ein- und Ausgangsknoten. Es ist giinstig diese elektrischen Gréflen entsprechend ihrer
Zahlreihenfolge in Vektoren zusammenzufassen.

e

Abbildung 2: Elektrisches Netz mit Entnahmen und Einspeisungen

Am Beispiel des in Abbildung 2 dargestellten elektrischen Netzes mit fiinf Knoten und
sieben Leitungen werden die beschreibenden Matrizen und Vektoren dargestellt. Wihrend
die mathematische Beschreibung der stetigen Eigenschaften von Gleichstromnetzen mit
reellen Zahlen erfolgt, erfordert die entsprechende Beschreibung von Wechselstromnetzen
komplexe Zahlen.

Der Spannungsvektor U beinhaltet die auf ein Nullniveau bezogenen Knotenspannun-
gen. Der Spannungsvektor besteht aus einer reellen Komponente, der Wirkspannung Uy
und der imagindren Komponente, der Blindspannung jU 5.



Es gilt:

Uy Uw Upi
Us Uw Upa
Us = Uws + J | Uss 2)
U Uwa Upa
Us Uws Uss
H = HW + ]EB

Der Input-Output-Vektor I'° enthiilt die an den Knoten ein- und ausgehenden externen
Strome. Ein positives Vorzeichen bedeutet Einspeisung, ein negatives Vorzeichen bedeutet
Entnahme. Der Wert Null beschreibt einen neutralen Knoten ohne Einspeisung oder Ent-
nahme. Der Input-Output-Vektor I° besteht aus einer reellen Komponente l%,?/ und einer
imaginidren Komponente jfv?,.

I I, Ig
Iy I, I,
| o= | Iigs | + J| I )
Iy I, I,
1% I I,
| G (A A (4

Der Stromvektor I umfasst séimtliche netzinternen Strome. Die Flussrichtung ist implizit
in der Kopplungsmatrix festgelegt. Ist der Strom /; positiv fliet er vom Ausgangsknoten
zum Eingangsknoten bzw. umgekehrt. Der Stromvektor I besteht aus einer reellen Kom-
ponente Ij;; und einer imagindren Komponente j15.

I Tyt Ip
I Ty Ipy
I3 T3 Ip3
Iy = Ty + J| Ipa (4)
I5 Iys Ips
I T Ipe
| I7 | | Twr | | Ip7 |
l - IW + ]lB

Die Widerstandsmatrix R ist eine Diagonalmatrix und enthélt die Widersténde der
Leitungen eines elektrischen Netzes. Die Widerstandsmatrix besteht geméfl Gleichung 5
ebenfalls aus einer reellen Komponente EW und einer imagindren Komponente jR B

R, 0 . 0 Rwi 0 . 0 Ry 0 . 0
0 Re . 0| _ | 0 Rwa . O | , | 0 Re . O
N .0 8 (5)
0 0 0 Ry 0 0 0 Rur 0 0 0 R

R = R, + IR,

Fiir die Zusammenhéinge zwischen den quantitativen Eigenschaften eines elektrischen
Netzes gelten der Knotensatz, der Maschensatz und das Widerstandsgesetz [4].
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1.3 Der allgemeine Knotensatz

Der Knotensatz, auch das erste Kirchhoff’sche Gesetz genannt, ist die Bilanz von Ladungs-
trigern um einen Netzknoten. Aufgrund des Erhaltungssatzes fiir elektrische Ladungen ist
die Summe ein- und austretender elektrischer Strome eines Knotens im stationiiren Fall
gleich Null. Samtliche Knotenbilanzen eines Netzes sind als Gleichungssystem in Matrizen-
schreibweise darstellbar. Der Knotensatz gilt fiir Wirk- und Blindstrome.

I
0 -1 0 0 0 -1 -1 0 L [ie
0 1 -1 0 0 0 0 —1 I Iie
0] = 0 1 -1 0 0 0 0 Ii| + | I ©)
0 o 0 1 -1 0 1 1 I Iie
0 o 0 0 1 1 0 0 Is Iie
L I7 .
0 = K I+ If

Gleichung (6) beschreibt mit der Kopplungsmatrix K die Zusammenhénge zwischen den
internen Stréomen I in den Leitungen und den externen Strémen I an entsprechenden Ein-
und Ausgangsknoten. Jede Zeile der Matrizengleichung ist als Bilanz um den jeweiligen
Knoten aufzufassen.

Aufgrund der Gesamtbilanz des Netzes bzw. jedes Teilnetzes existieren n linear abhéngi-
ge Gleichungen. D.h. die Matrix K weist mindestens eine linear abhéingige Zeile auf. Somit
ist pro Netz bzw. Teilnetz eine Zeile zu eliminieren. Mit der verbleibenden Anzahl linear
unabhéingiger Gleichungen sind mit den nachfolgenden Modellen Spannungsdifferenzen und
Strome zwischen den Knoten, jedoch keine absoluten Potenziale bestimmbar.

Das Auffinden der linear abhingigen Gleichungen erfolgt durch Anwendung des Gauf-
Jordan-Algorithmus. Durch partielle Invertierung der Matrix K wird die Inverse J erhalten.
Nach Multiplikation von Gleichung (6) mit der Teil-Inversen J wird Gleichung (7) erhalten.
Die Nullzeile der modifizierten Kopplungsmatrix K , weist die linear abhéngige Gleichung
aus. Pro Netz bzw. Teilnetz entsteht jeweils eine Nullzeile.

L
1 000110 I 1 00 0 O If"
0100111 I3 110 00 IQiO
0010111 N = —111 100 Ié" (7)
0001100 Iy 11110 I°
00 O0O0O0O0OF® O I 1 1111 Ig"
L I7 .
K, T -3 I

Dartiber hinaus beschreibt die modifizierte Kopplungsmatrix K , In Gleichung (7) logisti-
sche Abhéngigkeiten zwischen den internen Netzstromen, welche Basis fiir Systemanalysen
und Optimierungen sind.



1.4 Der allgemeine Maschensatz

Der Maschensatz oder das zweite Kirchhoff’sche Gesetz beschreibt den Spannungsverlauf
im Netz entlang eines geschlossenen Pfades. Da bei einem geschlossenen Pfad Anfangs- und
Endpunkt identisch sind, ist die Summe der Spannungsdifferenzen gleich Null. Zu beachten
sind die Vorzeichen der Spannungsdifferenzen entlang der Masche bei Beriicksichtigung des
Richtungssinns. Die transponierte Kopplungsmatrix K” formuliert den Zusammenhang der
Spannungen an den Knoten U und den Potenzialdifferenzen AU entlang der Netzverbin-
dungen. Der Maschensatz ist auf Wirk- und Blindspannungen anwendbar.

[ AU 1 1 0 00

AU, 0 -1 1 00 Uy

AUs 0 0 -1 10 Us

AUy | = | 0 0 0 -11 Us @)
AUs -1 0 0 01 Uy

AUs -1 0 0 10 Us

| AU | | 0 -1 0 10|

AU~ = K’ .U

Die Maschen des Netzes werden durch Anwendung des Gauf-Jordan-Algorithmus als Ei-
genschaft der Matrix g? sichtbar. Nach Multiplikation mit der erhaltenen Teil-Inversen J
folgt.

1 -1 -1 -1 00 0] [AU] (1000 —1]
0 -1 =1 =100 0 AU, 0100 —1 Uy
0 0 -1 -1000 AU, 0010 —1 Uy
0 0 0 -1000 AUy | = |000 1 -1 Us o)
-1 -1 -1 =1 100 AU 0000 0 Uy
1 -1 -1 0010 AUg 0000 0 Us
0 -1 -1 000 1| |AU ] (0000 0
J AU = K, U

Die modifizierte Matrix K? enthélt drei Nullzeilen. Die entsprechenden Zeilen der Inver-
sen J weisen die Maschen der Schaltung in Abbildung 2 aus. Eine Masche ist die Menge
von Leitungen deren Ordinalzahl dem Spaltenindex der von Null verschiedenen Elemente
entspricht. Gemifl der Multiplikationsregel Matrix-Vektor ergeben sich die Summen der
Spannungsdifferenzen entlang einer Masche zu Null.

Die ,Maschenzeilen® der Matrix J enthalten gemeinsame Sequenzen. Diese Sequenzen
werden durch gezieltes Addieren von Zeilen eliminiert, so dass die unteren Zeilen der Matrix
J drei Minimale Maschen aufzeigen (vgl. Abbildung 1).



Es folgt:

T AU
AU,
MMin 0 0 0 -11 -1 0 AU;
MMl — |21 0 0 00 1 -1| . |aAU
MMin 0 -1 -1 00 0 1 AU, (10)
AUg
_AU7_

=
Eine minimale Masche ist eine Masche mit minimaler Zahl involvierter Verbindungen, wel-
che nicht als Summe anderer Maschen darstellbar ist (siche Bild 1).

1.5 Das allgemeine Widerstandsgesetz

Das Widerstandsgesetz oder Ohm‘sches Gesetz stellt mit der Widerstandsmatrix R den
linearen Zusammenhang der Spannungsdifferenzen AU zwischen den Knoten und den in-
neren Stromen I der Leitungen zwischen diesen Knoten her. Das negative Vorzeichen besagt,
dass die Flussrichtung des Stromes stets in Gegenrichtung zum Spannungsanstieg verlduft.
Es gilt die Matrizengleichung fiir Wirk- und Blindwidersténde:

- - -1

I R0 0 0 0 0 0 [ AU
I 0O R 0 0 0 0 0 AU,
Iy 0 0 R 0 0 0 0 AUs
L =-0 0 0 R 0 0 0 AU, (1)
Iy 0 0 0 0 Ry 0 0 AUs
I 0 0 0 0 0 Rs 0 AUs
| I | 0 0 0 0 0 0 Ry | AU |
1 = R AU

Das Widerstandsgesetz verkniipft die extensiven Groflen des Knotensatzes mit den inten-
siven Groflen des Maschensatzes.

2 Modell fiir Gleichstromnetze

Mit dem Knoten-, dem Maschensatz sowie dem Widerstandsgesetz ist es moglich, eine all-
gemeine geschlossene Losung zur Berechnung elektrischer Netze, im Besonderen fiir Gleich-
stromnetze zu erhalten. Mit den Gleichungen fiir Knotensatz, Maschensatz und Wider-
standsgesetz gilt zusammenfassend:

I'= KI-KR'AU -KR'K U (12)

Gleichung (12) folgt aus dem Knotensatz (6) durch Einsetzen des Widerstandsgesetzes
(11) und anschlieBendem Einsetzen des Maschensatzes (8). Es entsteht eine Beziehung
zwischen den externen Stromen der Ein- und Ausgangsknoten und den Knotenspannungen.
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Die Matrizengleichung (12) enthélt eine interessante Beziehung fiir die in der Elektrotechnik
gebréuchliche Admittanz-Matrix A.

A-KR'K (13

Mit der Admittanzmatrix ergeben sich die allgemeinen Losungen fiir den Vektor der Kno-
tenspannungen U und den Vektor der internen Strome I als Funktionen der zu- und abge-
fithrten externen Strome I'’:

—1Iio
— _BflgTéfllh)

1>

(14)

= |C

Aufgrund der linear abhéingigen Zeilen der Matrix K ist die Admittanzmatrix A zunéchst
singulér. Die Losbarkeit von Gleichung (14) wird durch Eleminieren der linear abhiingigen
Zeilen der Matrix K erreicht. Die Potenziale der Knoten, welche den eliminierten Zeilen
entsprechen sind damit formal Null. Da ohnehin keine absoluten Spannungen, sondern
nur Spannungsdifferenzen zwischen den Knoten mathematisch eindeutig bestimmbar sind,
kann zum erhaltenen Losungsvektor der Spannungen U fiir jedes Teilnetz eine beliebige
Spannung Uy addiert werden. Der Betrag der Spannung Uy ist derart zu wihlen, dass die
duBeren Anschlussbedingungen des Netzes erfiillt sind.

Durch partielle Invertierung [10] der quadratischen Admittanz-Matrix A ist es moglich,
einzelne bekannte und unbekannte Grofien der Vektoren I und U zu tauschen, um somit
beliebige Netzbedingungen und —vorgaben iterationslos zu beriicksichtigen.

3 Modell fiir Wechselstromnetze

Die Berechnung eines Wechselstromnetzes erfolgt vollig analog zum Gleichstromnetz. Die
Besonderheiten des Wechselstromes erfordern nur wenige Modifikationen. Zur Formulierung
des Maschensatzes fiir Wirk- und Blindstréme wird die Kompaktdarstellung vorgeschlagen:

HEF{RIARat] w

— ~ ~10

0 = K . 1 + 1

Gemifl Kompaktdarstellung umfassen die beschreibenden Vektoren und Matrizen in der
oberen Hilfte die Wirkgroflen, in der unteren die Blindgroflen. Formal koexistieren zwei
unabhiingige Netze, ein reelles und ein imaginéres Netz, welche durch identische Kopplungs-
matrizen représentiert werden. Diese bilden zusammen mit zwei Nullmatrizen identischen
Formates die erweiterte Kopplungsmatrix K.

In derselben Weise wird der Maschensatz fiir zwei Netze erweitert. Es folgt:

AU, | _ [K' 0 Uy
AU, | [ 0" KT Us (16)
AU = K .U

Gleichung (16) beschreibt das Spannungsprofil fiir beide Netze, das reelle und das imaginére
Netz.
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Ein Wechselstromnetz umfasst neben ohmschen Widerstéinden noch induktive und ka-
pazitive Widerstéinde. Im Gegensatz zu ohmschen Widerstinden héngen die induktiven und
kapazitiven Widerstidnde von der Netzfrequenz ab. Fiir den induktiven Widerstand gilt:

Ry=j2nf L (17)
Fiir den kapazitiven Widerstand gilt:
—J
= 1
Re omf O (18)

Es ist moglich das ohmsche Gesetz fiir Wirk- und Blindgroflen als Matrizengleichung in
Kompaktdarstellung unter Vermeidung komplexer Zahlen zu formulieren. Man kann sich
leicht davon iiberzeugen, dass die Rechenregeln fiir komplexe Zahlen implizit beriicksichtigt
werden. Das Widerstandgesetz verkniipft Wirk- und Blindgrofien.

L —PWREBT [5]

(19)

Durch Zusammenfassung der Gleichungen (15), (16) und (19) folgt die allgemeine Beziehung
fiir die Admittanzmatrix A.

A-KR K (20)

Die Admittanzmatrix ermoglicht allgemeine geschlossene Losungen fiir die komplexen Kno-
tenspannungen und internen Strome.

U = A1
~ T 1T~ 1o (21)
I - R KA I

Aus den berechneten Wirk- und Blindgréfien sind sekundiire elektrische Groflen, wie z.B.
die Phasenverschiebung von Strom und Spannung berechenbar.
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4 Modell fiir Dreiphasenwechselstromnetze

Zur Berechnung eines Netzes fiir Dreiphasenwechselstrom ist eine Erweiterung des bisher
dargestellten Wechselstrommodells erforderlich. Beim Dreiphasenwechselstrom existieren
drei um 120° verschobene Wechselspannungen (L;, Ly und L3), deren Wirk- und Blindgrs-
Ben vektoriell zu addieren sind [4].

Abbildung 3: Darstellung der vektoriellen Eigenschaften des
Dreiphasenwechselstroms

Somit konnen die elektrischen Groflen Spannung ﬁ und Stromstirke I aus zwei Kompo-
nenten bestehend, in x-Richtung und y-Richtung aufgefasst werden. Fiir die Komponenten
der Spannung U gilt:

gz - ng - %EL2 - %HLZS (22)
v = 0 + ?ELZ - ?Hm
Analog gilt fiir die Stromstéirke
l = lLl - %ILZ - %IL3
: (23)
I, = 0 + S

Es ist leicht einsehbar, dass fiir die Klemmspannungen und Einspeisestrome eines Knotens
im konkreten Fall immer nur einer der drei Summanden (L;, Ly und L3) in der Beziehungen
(22) und (23) genutzt wird.

Unter Verwendung der Admittanz-Matrix é gemifl Gleichung (20) ergeben sich folgende

geschlossene Losungen fiir die Spannungen ﬁ und die inneren Stréme I

_ ~ —1~io ~ ~ —l~io
~ éfvflffvavleio gy N éA’leIvavaleio (24)
I, = R KA I, = R KA

Aus den Losungen der Gleichungen (24) sind weitere resultierende elektrische Gréfien mit
den Regeln der Vektorrechnung bestimmbar.
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5 Vereinfachtes Schema der Modellierung

Es ist moglich das vorgestellte Berechnungsmodell zu vereinfachen. Dies ist besonders bei
der Verwendung von Software fiir Tabellenkalkulation sinnvoll. Kernstiick der Vereinfa-
chung ist die Systemmatrix. Die Systemmatrix S besteht aus Untermatrizen, der Kopp-
lungsmatrix K und Widerstandsmatrix R fiir Gleich- bzw. Gegenstromnetze. Sie bildet
mit dem Zustandsvektor Z, welcher die elektrischen ZustandsgroBen (innere Stréme und
Spannungen) enthilt, die linke Seite des Gleichungssystems. Die rechte Seite der Gleichung
besteht aus einer Einheitsmatrix E, einer Nullmatrix 0 sowie dem Vektor der Ein- und

PR IR

§ —

Ein elektrisches System ist immer Teil eines iibergeordneten Systems. Die eindeutige Be-
rechnung eines Netzes erfordert daher Vorgaben seiner Umgebung. Diese sind fiir jeden
Knoten, welchem eine linear unabhiingige Gleichung zuordenbar ist, die Klemmspannung
oder der ein- oder ausgespeiste Strom. Die Knotenspannungen U befinden sich im oberen
Teil und die Strome der Leitungen im unteren Teil des Zustandsvektors Z. Die ein- und
ausgespeisten Strome sind im Vektor I enthalten. Je nach duBeren Vorgaben sind im Glei-
chungssystem einzelne Spannungen mit den jeweiligen ein- und ausgespeisten Stromen zu
tauschen. Selbstverstéindlich sind die entsprechenden Spalten der Matrizen S und E eben-
falls zu tauschen. Das Vorzeichen der Matrixelemente wechselt dabei, analog der Regeln
zum Umstellen von Gleichungen. Die Losung des Gleichungssystems erfolgt durch Multi-
plikation mit der inversen u.U. spaltenvertauschten System-Matrix (partielle Invertierung).

Ausgangsstrome I%.

| [

] - (25)
I

N 1~ |
Il ||

6 Beispiele

6.1 Gleichstromnetz

In Abbildung 4 ist ein Gleichstromnetz inform einer im klassischen Sinne nicht trivial
berechenbaren Briickenschaltung dargestellt. Dieses Netz wird nachfolgend bei Vorgabe
des eingespeisten Stromes sowie bei Vorgabe der Spannung berechnet. Fiir die ohmschen
Widerstinde des Gleichstromnetzes gilt: Ry = 2€); Ry = 4Q); Ry = 4Q); Ry = 9€); Ry = 4L)

14



U, 1§°

® U, I’

Abbildung 4: Beispiel eines Gleichstromnetzes als Briickenschaltung

Die Struktur der Schaltung beschreibt die Kopplungsmatrix K.

-1 -1 0 0 O
1 0 -1 -1 0
0o 1 1 0 -1
0o 0 o0 1 1

K- (26)

Aufgrund der im 2. Abschnitt beschriebenen linearen Abhéingigkeiten der Knotenbilanzen
ist die fiinfte Zeile zu entfernen. Damit ist die Spannung des fiinften Knoten gleich Null.
Der ein- bzw. ausgespeiste Strom des fiinften Knotens weist implizit den Wert auf, welcher
die Strombilanz der Schaltung erfiillt.

Die Kopplungsmatrix ist gem#fl Gleichung (25) in die Systemmatrix S einzubauen.
Die ohmschen Widerstinde bilden die Hauptdiagonale der Widerstandsmatrix R. Nach
Einsetzen in Gleichung (25) folgt N

o 0 o] 1 1 0 0 0 Uy 10 0

0 0 O0|-1 0 1 1 0 Uy 01 0

0o 0 0] 0 -1 -1 0 1 Us 00 1 rio

T 1 O0|R 0 0 0 0 L | |00 0 Tho (@7)
-1 0 1| 0 R 0 0 0 L |~ 000 o

0 -1 1| 0 0 Ry 0 0 I 0 0 0 3

0 -1 0| 0 0 0 Ry O I 00 0
0 0 -1 0 0 0 0 R || | |00 0|

Werden in den ersten Knoten der Strom I{° = 11A, in die Knoten zwei und drei kein
Strom ein- bwz. ausgespeist, folgt implizit fiir den vierten Knoten I° = —11A. Fiir die
Losungsmatrix M gilt

15
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0 0
0 0
0 O
1 1
1 0
0 -1
0 -1
0 O

— O, OO OoOO0O

11 0 0 O
-1 0 1 1 0
0 -1 -1 0 1
2 0 0 0 O
062 0 0 O
0O 012 0 0
0 0 049 0
0 0 0 0 29

OO O OO oo

0 0
10
01
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

(28)

Nach Einsetzen der Zahlenwerten fiir die Widersténde ergibt die Matrix M nach Multipli-

kation mit dem Vektor der Ein- und austretenden Strome I den Zustandsvektor mit den
Knotenspannungen U und internen Stromen I

Uy

132 Q
88 Q2
66 2

44
11
22
22
33

88 2
92 Q
64 Q
—4
4

28
23
32

66 2
64 Q
78 Q1
2
—2
—14
16
39

2V ]
48V
36V
24 A
6 A
12 A
12 A

18 A |

Hiufig liegt eine Aufgabenstellung vor, bei welcher statt der eingespeisten Strome an-
gelegte Klemmspannungen der Knoten bekannt sind. Die Eindeutigkeit einer Aufgaben-
stellung erfordert bei einem Netz oder Teilnetz mit & Knoten die Vorgabe von angelegter
Spannung oder ein- bzw. ausgespeistem Strom an k& — n Knoten. Dies bedeutet, dass fiir
bestimmte Knoten die bekannten und unbekannte Variablen zu vertauschen sind. Fiir das
obige Beispiel gilt bei Vorgabe einer Klemmspannung am ersten Knoten von U; = 72V.

—_—_= 0 = O O O

SO DD OO OO

0

—_ =0 O O O

0
-1

—_ =

—_
cocooco Do

1 0 0
0 1 1
-1 -1 0
0 0 O
62 0 0
0 12 0
0 0 4Q
0 0 O

SO OOk OO

0
2Q

0
Il

S OO~ OOO
S OO OO o O

SO OO OoO kOO

Uy
Ly (30)
Iie

In Gleichung (30) sind die Variablen I3{° und U; getauscht. Analog zum Umstellen einer
Gleichung sind ebenfalls die entsprechenden Spalten der Matrizen S und E* des Gleichungs-
systems mit Vorzeichenwechsel zu vertauschen. Mit diesem Schritt wird die anschlieBende
partielle Invertierung vorbereitet. Es folgt die Losungmatrix M

16
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Aus der Losungsmatrix M folgt der Zustandsvektor Z mit den unbekannten Grofien

10
]1

D ODDOD DO OO o

_ 1
132

—1

[ 55 Q!
88

66

44 Q71
11 Q1
22 01
22 01
33 071

0 0 1 1
0 0 -1 0
0 0 0 -1
1 0 1Q 0
0 1 0 69
1 0 0

-1 0 0 0
0 -1 0 O

—88
80 Q2
48 Q

—80

-8
32
20
24

0 0 O
11 0
-1 0 1
0 0 O
0 0 O
12 0 0
0 40 0
0 0 29

—66
48 )
108 €2
—48
—18
—60
12

o4

OO == OOO

0

SO OO O+ O
SO OO+~ O o

0 0

30 A ]
48V
36V
24 A
6 A
12 A
12 A

18 A |

(31)

Man kann sich leicht von der Konsistenz der beiden Losungen iiberzeugen.

6.2 Wechselstromnetz

In Abbildung 5 ist ein Wechselstromnetz mit einem ohmschen, einem induktiven und einem
kapazitiven Widerstand dargestellt. Fiir die mit komplexen Zahlen formulierten Widerstéin-
de gilt: Ry = (4+0j) Q; Ry = (0—16j) ©Q; R3 = (0+ 85) Q

o L R
I
, !
C —
o L
U3 Ks |3

Abbildung 5: Wechselstromnetz mit je einem ohmschen, induktiven und kapa-
zitiven Widerstand

Die Formulierung der Kopplungsmatrix der in Abbildung 5 dargestellten Schaltung ge-
schieht nach den bekannten Regeln:

~1 -1 0
K=| 1 0 -1 (33)
0 1 1



Die Kopplungsmatrix K wird nach Eliminieren der Zeile des dritten Knotens zusammen
mit den Wirk- und Blindwiderstéinden geméf der Gleichungen (19) und (25) in die System-
matrix S eingebaut.

00l ool 1 1 o0 0 0 0
00/ 00 -1 0 1 0 0 0
0 0] 00] 0 0 0 1 1 0
00/ 00 0 0 0 -1 0 1

1 1| 0 O0|Rws 0 0| —Rm 0 0

5= _1 0l 0 0] 0 Rys 0 0 —Rpy 0 (34)

0 1] 0 0 0 0 Rus 0 0 —Rps
0 0|1 I| Rz 0 0] Rui 0 0
0 0|—-1 0| 0 R O 0  Rws 0

| 0 0] 0 1| 0 0 Rp 0 0 Rws |

Der Aufbau der Strukturmatrix S zeigt die mathematische Uberlagerung eines ,reellen®
und eines ,imagindren® elektrischen Netzes. In den ersten Knoten wird ein Strom I; =
(4 — 3j) A. In den zweiten Knoten erfolgt keine Einspeisung oder Entnahme. Implizit wird
dem dritten Knoten der Strom I3 = (—4 + 3j) A entnommen. Nach Einsetzen der Werte
fiir Wirk- und Blindwidersténde folgt die Losungsmatrix M = §_1 -E

U 640 320 —480Q —64Q 80V
Usrs 320 160 —640Q —72Q 64V
Up: 480 640 640 320 0
Ups 640 720 320 169 44 32V
Iyy | _ 1 8 4 4 2 0 _| 44 (35)
Ty 50 -3 —4 —4 —2 —3A 0
T 8 9 4 2 0 44
In —4 -2 8 4 —8A
Igo 4 2 -3 —4 54
| Ips | 4 2 8 9 | | 84 |

Bei Vorgabe der Klemmspannungen Uy; = 80V und Up; = 0 am ersten Knoten folgt
nach partieller Invertierung (sieche Beispiel Gleichstrom).

[ Tigy ] [ 4070 64 307! 32 ] [ 4A ]
Uws 64 2560  —32 —1280 64V
I, 3071 —32 4071 64 —34
Uss 32 1280 64 2560 | [ 80V 32V
T 1| 40" 64 8O 32 0 4A
Iy | ~ R0 0 0 —50°! 0 0o |- 0 (36)
Tws 4070 16 80! 32 0 4A
I —80~1! —32 401 —64 —8A
Ips 50710 0 0 5A
| Ips | | 80! 32 407! 16 | | -84 |

Offensichtlich sind beide Losungen fiir die Wechselstromschaltung konsistent.
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6.3 Dreiphasenwechselstromnetz

In Abbildung 6 zeigt eine Stern-Schaltung mit ohmschen und induktiven Widersténden,
an welcher eine Dreiphasenwechselspannung anliegt. Fiir die Widerstéinde gilt: Ry = Ry =
Rs = (40 4+ 205) Q2

Abbildung 6: Sternschaltung mit ohmschen und induktiven Widerstéinden
In diesem Beispiel wird die Moglichkeit gezeigt, in Reihe geschaltete ohmsche und nichtohm-
sche Widerstinde in der Widerstandsmatrix R zusammenzufassen.
Fiir die vereinfachte Kopplungsmatrix K gilt:

-1 0 0
0 -1 0

K= 0 0 -1 (37)
1 1 1

Nach Eleminierung der unteren Zeile der Kopplungsmatrix K wird diese geméfl Gleichung

(15) und (16) in die Kopplungsmatrix fiir Wechselstromnetze E eingefiigt.

-1 0 0] 0O 0 O
0O -1 0f 0 0 O
o o 0 —-1f{ 0 0 O
K= o 0 o0f(-1 0 O (38)
o 0 of 0 -1 O
. 0 0 0 0 0 -1
Gemif Gleichung (19) erfolgt der Aufbau der Widerstandsmatrix E
[ Rw1 O 0 | —Rpi 0 0 ]
0 Rwe O 0 —Rps 0
5 0 0 RWQ 0 0 _RBS
R= Rpr 0 0 Ry 0 0 (39)
0 RBZ 0 0 RW2 0
|0 0 Rps 0 0 Ry |




Die Systemmatrix S wird nach Gleichung (25) erstellt. Sie fiithrt geméf Gleichung (28) zur
Losungsmatrix M.

00 0 0 -290 0 0
0 40Q 0 0 -20Q 0

0 0 40Q 0 0 —20Q
200 0 0 400 0 0
0 209 0 0 409 0

0 0 200 0 0 400

M=1 19 0o o 0 0 0 (40)

0o 1 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

Fiir die Berechnung des Dreiphasenwechselstroms ist es giinstig, die elektrischen Grofien
als Doppelvektoren mit zwei Spalten zu beschreiben. Dadurch ist die Systemmatrix nur
einmal zu invertieren. Mit den Strémen und Spannungen geméfl der Gleichungen (22) und
(23) gilt die folgende Gleichung:

Ule
UWQz

UWSJ:
UBla:

UB 2x
UB 3z

Iwiy
IWQI
IWSI
IBlz
IBQ:E
IB3:E

Uwiy
Uway
Uwsy
Up1y
UBbay
UB3y
Ty
Tyay
Tysy
Ipyy
Ipay
IB3y

coococor~rocoloco®

)

o)

W

[\)

20

OO R OO oo o

I‘%/[glz
I{/[(}Q:E
I‘Z/.([}ZS:E
Iglz
IE)Q:L‘
IZBPSI

Ly,
L2,
i
g,
1%,
I g) 3y

(41)



Es folgt die numerische Losung:

[ Uwis Uiy T 400V 0
Uwae Uway —200V 2003V
Uwse Uy —200V  —200/3V
Uiz Uiy [ 84 0] 0 0
Upae Upay —4A 4?%1 0 0
Upse Ups —4A —4/3A 0 0
o Iwy | 27| —44 0~ 84 0 (42)
Iwor  Iyway 24 —24/3A —4A 4+/3A
Iyse  Iwsy | 24 234 ] —4A —44/3A
Ipi.  Ipiy —4A 0
Ipoy  Ipyy 2A —2v3A

| Ips. I3y | 24 2/3A

Bei Vorgabe der Klemmspannungen ist die Umstellung d.h. Tauschen der Variablen und
der entsprechenden Spalten erforderlich

Lie Liny 2 0 01 00
Iipor Livay 0 2 00 10
Ipse  Lis, 0 0 20 01
Ig. Ig, -1 0 02 00 Uwiz Uwiy
I, Ip5, 0 —1 00 20 Uwae Uway
Ig)&r Ig)3y — L 0 0 -1 0 0 2 UWSz UW3y (43)
w1z Iwiy 10092 2 0 01 00 Uiz Upiy
Twaw  Tway 0 2 001 O Upa: Upay
Twse  Twsy 0 0 2 0 01 /|| U Upsy |
Ipiz  IBiy -1 0 02 00
Ipz: Ipay 0 -1 00 20

| I3z I3y | . 0 0 -1 0 0 2|

Die numerische Losung des Gleichungssystems lautet erwartungsgemésf

[ 19, Lo 8A 0
Lits 10 44 434
Lips, ips, —4A —434
I, Ig)ly [ 400V 0] —4A 0
1. Ii%, —200 V. 200V/3V 24 —2v/3A
Ifse Ii$3, | _pp. | —200V —200V/3V | _ 24 234 (44)
Iyie  Twiy = 0 0 8A 0
Iyoe Ty 0 0 —4A  44/3A
[W3:Jc IW3y L 0 0 | —4A —4\/§A
IBI:L" ]Bly —4A 0
Ipse  Ipyy 24 —2v34

| I3z B3y | 24 2y/3A |

Die Resultate der Gleichungen (43) und (45) sind konsistent.
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7 Zusammenfassung

Das vorgestellte allgemeine Modell ermoglicht die einheitliche Berechnung beliebig struktu-
rierter Netze fiir Gleichstrom, Wechselstrom sowie Dreiphasenwechselstrom mit ohmschen,
induktiven und kapazitiven Widerstinden. Dieses Modell basiert auf den Methoden der
linearen Algebra. Die Anwendung des Modells erfordert die Rechentechnik eines heutigen
Ingenieurarbeitsplatzes und erweist sich bei Nutzung von Standardprogrammen wie zB.
der Tabellenkalkulation als einfach, problemlos und effektiv.

22



8 Formelzeichen

8.1 Skalare

S~ S 3 e

Netz frequenz

Anzahl der Netzknoten

Anzahl der Leitungen

Anzahl Maschen

Anzahl der Netze bzw. Teilnetze
elektrischer Widerstand
elektrische Stromstarke
elektrische Spannung

8.2 Vektoren

o IN ‘E (ke

o
eo

1S 11253 || = e e 1>

@
N

[
%

Or1
Or2
Or3

Vektor der Stromstarke
Vektor der Spannung
Vektor der Spannungsdif ferenzen

Zustandsvektor
Nullvektor

Matrizen

Admittanzmatrix
Einheitsmatrix

reduzierte Finheitsmatrix
Kopplungsmatrix

Losungsmatrix

Diagonalmatrixz der Widerstande
Systemmatrix

Nullmatrix

Indizes

Blindgrosse
Wirkgrosse

erster Aussenleiter
zweiter Aussenleiter
dritter Aussenleiter
Normalniveau
Raumkoordinate
Raumkoordinate
Input/Output
Wechselstrom
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