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Zusammenfassung

Die mathematische Modellierung einer wasserfithrenden Zentralheizungsanlage
fihrt auf ein nichtlineares Differentialgleichungssystem fiir die Systemtemperatu-
ren, in dem auch der Volumenstrom mit auftritt. Da der Volumenstrom durch
den Heizkorperregler geregelt wird, ist fiir eine Simulation das reale Verhalten des
Reglers abzubilden. In dieser Arbeit wird hierfiir ein anderer Ansatz verfolgt. Der
Heizkorperregler wird durch sein ideales Verhalten beschrieben, d.h. es wird ange-
nommen, dass die Systemtemperatur ihrem Sollwert entspricht. Dies ist jedoch nur
moglich, wenn die bereitgestellte Energie hierfiir ausreichend ist. Daher wird eine
Bedingung abgeleitet, unter der die ideale Annahme gerechtfertigt ist. Durch dieses
Vorgehen gelingt eine Entkopplung des Volumenstromes von den Systemtemperatu-
ren. Dieser kann dann separat bestimmt werden und steht als stetige Funktion fiir
das Anfangswertproblem zur Bestimmung der Systemtemperaturen zur Verfiigung.

Abstract

The mathematical modeling of a water-based central heating system leads to a
non-linear system of differential equations for the system temperatures, in which
the volume flow also occurs. Since the volume flow is controlled by the radiator
controller, the real behavior of the controller must be modeled for a simulation.
A different approach is chosen in this work. The radiator controller is described
by its ideal behavior, i.e. it is assumed that the system temperature is equal to its
setpoint. However, this is only possible if the energy provided is sufficient. Therefore,
a condition is derived under which the ideal assumption is justified. This procedure
enables the volume flow to be decoupled from the system temperatures. The volume
flow can then be determined separately and is therefore available as a continuous
function for the initial value problem to determine the system temperatures.

Keywords

Modeling and simulation, water-based central heating system, thermal building
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1 Einleitung

In dieser Arbeit wird eine wasserfithrende Zentralheizungsanlage in einem Einfamilienhaus
betrachtet. Diese Heizungsanlage bestehe aus einem Wirmeerzeuger mit Umwéilzpumpe,
einem Zweirohrsystem und einem einfachen Heizkreis mit Heizkorpern als Heizflachen.

Zur Warmwasserversorgung werden in Einfamilienhdusern haufig Warmwasserspeicher
eingesetzt. Ein solcher Warmwasserspeicher beinhaltet das warme Nutzwasser, welches
iiber die Wasserhdhne des Hauses genutzt werden kann. Der Nutzwasserkreislauf ist vom
Heizungswasser der Heizungsanlage durch eine Systemtrennung getrennt. Die Erwédrmung
des Wassers im Warmwasserspeicher erfolgt iiber den Warmeerzeuger. Da der Heizkreis
und der Warmwasserspeicher nicht gleichzeitig mit Warme versorgt werden kénnen, sind
diese beiden Kreisldaufe durch ein Drei-Wege-Ventil getrennt. Es wird daher entweder
der Heizkreis versorgt oder der Warmwasserspeicher erwédrmt. Bei der Erwdrmung des
Warmwasserspeichers spricht man auch von einer Speicherladung.

Fiir numerische Simulationen der Heizungsanlage sind sowohl der Heizkreis als auch
der Warmwasserspeicher mathematisch zu modellieren. In [1] werden daher analytische
Losungen fiir den Entlade- und den Ladeprozess in einem Schichtenladespeicher sowie
ein Approximationsverfahren hierfiir entwickelt. Da Gegenstrom-Wéarmetauscher fiir die
Versorgung von Warmwasserspeichern eine wichtige Rolle spielen, werden in [2] und [3]
verallgemeinerte Losungen und klassische Benchmark-Losungen fiir einen Gegenstrom-
Wirmetauscher entwickelt. In dieser Arbeit hier wird der Heizkreis modelliert.

Zur Erstellung eines mathematischen Modells werden Bilanzgleichungen betrachtet.
Ublicherweise werden beheizte Réume eines Gebdudes durch die Energiebilanzen von
Heizkorper und Raum unter der Annahme einer guten Durchmischung der Raumluft
beschrieben [4, 5].

Fiir viele Anwendungen ist die mathematische Beschreibung eines Heizkorpers ohne
Ortsabhingigkeit ausreichend [6, 7]. Eine solche Beschreibung liegt auch der DIN EN 442
fiir die Beschreibung von Heizkérpern zugrunde. Genauere Analysen der Temperaturver-
teilung innerhalb eines Heizkorpers fithren zu aufwéndigeren mathematischen Modellen,
die dann numerisch behandelt werden koénnen [8]. Hierbei ist zu beachten, dass dadurch
hohere numerische Kosten erzeugt werden. Daher konnen solche detaillierten Modelle
nur fiir kleine Zeitintervalle verwendet werden, was fiir Langzeitsimulationen, wie etwa
Jahressimulationen, nicht geeignet ist.

Die Beschreibung des Wérmestroms vom Gebédude nach auflen erfolgt mit Hilfe des
Warmedurchgangs durch die Fenster und Wénde sowie des Warmetransports innerhalb
der Wiénde [9]. Der Wérmedurchgang lésst sich mit Hilfe der U-Werte beschreiben. Die
Temperaturverteilung innerhalb der Wand lésst sich durch ein Anfangs- und Randwert-
problem fiir die Warmeleitungsgleichung beschreiben [9, 10, 11, 12].

Ein gutes mathematisches Modell des Gebédudes und der Heizungsanlage beschreibt die
Regelstrecke fiir Temperaturregler und ist daher wichtig, um in einem Modell-basierten
Entwicklungsprozess neue Regelungsmethoden entwickeln zu kénnen [13, 14, 15, 16, 17].
Ebenso ist ein gutes mathematisches Modell vorteilhaft, um das thermische Verhalten der
bestehenden Anlage unter verschiedenen Nutzerszenarien zu vergleichen. Eine mogliche
Anwendung ist die Abschitzung der Riicklauftemperatur des Gesamtsystems. Diese hat
z.B. Auswirkungen auf die Ausnutzung des Brennwerteffektes [7] bei Brennwertgeriten,
wofiir die Riicklauftemperatur nicht zu hoch werden darf.

In dieser Arbeit wird ein mathematisches Modell entwickelt, welches die vorhandenen
Heizkorperregler durch ihr ideales Verhalten beschreibt. Durch diese idealisierte Annahme
gelingt eine Entkopplung des Volumenstromes von den Systemtemperaturen, so dass dieser
separat bestimmt werden kann und als stetige Funktion fiir das Anfangswertproblem zur
Bestimmung der Systemtemperaturen zur Verfiigung steht.
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2 Bilanzgleichungen

2.1 Temperatur-Zonen

Fiir eine thermische Simulation wird das Gebdude in Temperatur-Zonen unterteilt. Eine
Temperatur-Zone reprisentiert die Raumluft sowie alle Gegenstdnde in diesem Teil des
Gebéudes. Dies kann ein einzelner Raum sein, ein Teil eines Raumes oder auch eine Zusam-
menfassung mehrerer Raume. Ist das gesamte Gebdude eine Temperatur-Zone, so spricht
man von einem Ein-Raum-Modell. Die Luft in einer Temperatur-Zone wird als homogen
angenommen, d.h. es wird angenommen, dass die Luft iiberall in der Temperatur-Zone die
gleichen Eigenschaften und die gleiche Temperatur besitzt. Man nennt dies die Annahme
einer guten Mischung [4].

Wir werden nur die beheizten Rdume des Hauses betrachten. Befindet sich nur ein
Heizkorper im Raum, so betrachten wir den Raum als eine Temperatur-Zone. Sind mehr
als ein Heizkérper im Raum vorhanden, so wird jedem Heizkdrper ein geeigneter An-
teil des Raumes als Temperatur-Zone zugeordnet. Da davon ausgegangen werden kann,
dass Heizkorper an einer Auflenwand angebracht sind, kann jede Temperatur-Zone wie
ein Raum mit AuBenwand betrachtet werden. Der Ubergang zwischen zwei Temperatur-
Zonen eines Raumes kann dann als virtuelle Zwischenwand zwischen beheizten Radumen
angesehen werden.

Die Zustandsgrofien sind dann die Luft-Temperatur der Temperatur-Zone, die Riick-
lauftemperatur und der Volumenstrom des Heizkorpers. Um Bestimmungsgleichungen fiir
diese Zustandgrofien zu erhalten, werden fiir jeden Heizkorper und fiir jede Temperatur-
Zone Energiebilanzen aufgestellt. Beriicksichtigt man Interaktionen zwischen Tempera-
tur-Zonen, so erhilt man eine Kopplung der Zustandsgroflen verschiedener Temperatur-
Zonen, was die Bestimmung der Zustandsgréffen komplexer gestaltet. Um diese Kopplung
zu vermeiden, werden wir diese Interaktionen nicht berticksichtigen, d.h. wir werden hier
keinen Energie-Transfer zwischen Temperatur-Zonen beriicksichtigen.

2.2 Bilanzgleichung eines Heizkorpers

Ein Heizkorper (oder auch Radiator) ist ein Wérmetauscher, der thermische Energie an
die Umgebung abgibt. Er besitzt einen Vorlaufanschluss und einen Riicklaufanschluss.
Das warme Heizungswasser vom Warmeerzeuger tritt iiber den Vorlaufanschluss mit der
Vorlauftemperatur in den Heizkorper ein, gibt iiber die Heizfliche thermische Energie
an die Umgebung ab und tritt mit der Riicklauftemperatur iiber den Riicklaufanschluss
wieder aus dem Heizkorper aus. Im Vorlaufanschluss des Heizkorpers sitzt ein Regler, der
den Volumenstrom im Heizkorper so regelt, dass die Temperatur der Temperatur-Zone
ihrem Sollwert entspricht.

Es seien Dy die Menge aller Raumpunkte, die der Heizkorper einnimmt, und cp ()
sowie oy (x) die spezifische Warmekapazitit sowie die Massendichte des Heizkorpers im
Punkt © € Dpyg. Bezeichnen wir die Heizkorpertemperatur im Punkt € Dyg zum
Zeitpunkt ¢ mit Uy (z,t), so ist die im Heizkorper gespeicherte Warmemenge, d.h. die
thermische Energie, zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch:

Quxc(t) = /D (@) o (%) O, 1) de (1)

Approximiert man nun die Heizkérpertemperatur ¥y (z,t) durch eine ortlich gemittelte
Heizkorpertemperatur g a(t), so folgt:

Quk(t) = Vurm(t) / car () o (x) dx (2)

Dpk

5
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Der Heizkorper besteht im Wesentlichen aus einem Metallanteil und einem Wasseranteil.
Wir bezeichnen die Mengen der Raumpunkte des Metall- bzw. Wasseranteils mit Dyx s
bzw. Dk w. Nehmen wir in beiden Anteilen die spezifische Warmekapazitét als konstant
an, erhalten wir:

Qur(t) ~ Juxu(t) <CM/ orrMm(T) dx+cw/
Dux,m

Dpr,w

QHK,W(iU) dl’)
= Vurm(t) (e murm + cw murw)
= Cyx9urm(t) (3)

Dabei bezeichnen
MyK.M Z/ QHK,M(x) dr, mpK,w Z/ QHKW(ZE) dx (4)
Dur,m Dprw

die Massen des Metallanteils und des Wasseranteils sowie

Curx = cumur .y + cw Makw (5)

die Warmekapazitit (oder auch thermische Masse) des Heizkorpers. Zur Bestimmung der
Wiérmekapazitat (5) werden die Massenanteile und die spezifischen Wérmekapazitiaten
des Metall- und des Wasseranteils benétigt. Die Warmekapazitit (5) kann geschrieben
werden in der Form:

Cpm
Cuxk = cumMmurm+cwMugw = Cw P MuaKk,M + MKW
W
= CwMHK (6>
mit: ‘
M
MHK =~ THK M + mur,w (7)
W

Wir setzen nun Gleichheit in (3), d.h. wir beschreiben die im Heizkorper gespeicherte
Wéirmemenge zum Zeitpunkt ¢ durch:

Qur(t) = Cux Vnrm(t) (8)

Der Wirmestrom (oder auch Wirmefluss) des Heizkorpers ist die zeitliche Anderung
der Warmemenge des Heizkorpers. Dieser ist gleich der Differenz aus zugefiihrter und
abgegebener thermischer Leistung, d.h. es gilt:

ng—f(t) = Pyk u(t) — Prk,a(t) 9)

Die dem Heizkorper mit dem Heizungswasser zugefiihrte thermische Leistung ist gegeben
durch [6, 7]: '
Prk u(t) = cw ow V(1) (v (t) — Or(t)) (10)

Dabei bezeichnen vy (t) und Yg(t) die Vorlauftemperatur und die Riicklauftemperatur
sowie V(t) den Volumenstrom im Heizkérper zum Zeitpunkt ¢. Weiterhin sind ¢y und oy
die spezifische Warmekapazitit und die Massendichte des Heizungswassers, die beide als
konstant angenommen werden.

Fiir die Beschreibung der thermischen Leistungsabgabe eines Heizkorpers an seine
Umgebung wird {iblicherweise folgendes Modell verwendet [6, 7]:

Pura(t) = kuk (AﬁUe,m(f))a (11)

6
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Dabei sind kpx der Warmeiibertragungskoeffizient, a > 1 der Heizkorperexponent des
Heizkorpers und Ady, ,,,(t) die rdumlich gemittelte Ubertemperatur des Heizkdrpers zum
Zeitpunkt t. Heizkorperexponenten liegen typischerweise zwischen 1 und 1.4.

Zur Beschreibung der Ubertemperatur wird hiufig die Differenz aus der 6rtlich ge-
mittelten Heizkorpertemperatur und der Temperatur der dem Heizkorper zugeordneten
Temperatur-Zone verwendet, wobei fiir die ¢rtlich gemittelte Heizkérpertemperatur das
arithmetische Mittel aus Vor- und Riicklauftemperatur genommen wird. Bezeichnet 94 (t)
die Temperatur der zugeordneten Temperatur-Zone zum Zeitpunkt ¢, so wird in diesem
Fall die Ubertemperatur beschrieben durch [7] :

Oy (t) + Ur(t)

AVyem(t) = 5

— V(1) (12)
Fiir Systeme mit groBeren Temperaturspreizungen zwischen Vor- und Riicklauftemperatur,
wie etwa direkten Fernwérmesystemen, wird zur Beschreibung der Ubertemperatur die
Verwendung der logarithmischen Ubertemperatur [6, 7] empfohlen. In [6] wird

Ur — Uz
— < 0.7 13
Fa— (13)
als Bedingung fiir die Verwendung der logarithmischen ﬂbertgmperatur angegeben.
Wir werden die Darstellung (12) fiir die Beschreibung der Ubertemperatur verwenden.
Mit (11) erhalten wir dann:

Puk.aw(t) = knxk <w — 79Z(t))a (14)

Zur Bestimmung des Warmeiibertragungskoeffizienten kpx kann die Normleistung
Py n des Heizkérpers nach DIN EN 442 verwendet werden. In der DIN EN 442 ist die
stationédre Normleistung eines Heizkorpers definiert fiir Normbedingungen, d.h.:

Oy =75°C, Op=65°C, 9, =20°C (15)
Aus 75°C +65°C “
Purgn = kuk (+ — 20 OC’) = kyk (5OK> (16)
folgt:
P
kg = g (17)
(50}()

Mit (8), (9), (10) und (14) erhalten wir:

Dy (t) + (1)

i ) — ey g V(0) (0(0) = 0) — e (P15

o - ﬁZ(t)) (18)

Die Ableitung der mittleren Heizkorpertemperatur kann durch die Ableitung der Riick-
lauftemperatur hinreichend genau beschrieben werden [7], d.h. es gilt:

A0 ni(t) _ d9R(t)
dt dt

Wir ersetzen daher die Ableitung der mittleren Heizkorpertemperatur durch die Ableitung
der Riicklauftemperatur und erhalten somit die Bilanzgleichung fiir den Heizkorper:

= ow V10) (t0) = 0a0) — b (OO ) 20

(19)

dig(?)
dt

C’HK

7
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Die Normleistung, der Heizkérperexponent, die Leermasse und der Wasserinhalt sind
angegeben in der technischen Dokumentation des Heizkorpers. Die Leermasse kann als
Masse des Metallanteils genommen werden und der Wasserinhalt in Litern entspricht
dann der Masse des Wasseranteils bei einer Massendichte des Wassers von:

kg
ow =1 T (21)
Beispiel 1. Wir betrachten einen senkrecht profilierten Universalheizkorper vom Typ 22
mit ewner Bauhdhe von 600 mm und einer Bauldnge von 1000 mm. Der technischen Do-
kumentation entnehmen wir:

a = 13208, PHK,N = 1736W, mpgrgw = 6.1 kg, MM = 34.7 kg (22)

Fiir die spezifischen Wiarmekapazititen des Wasser- und Metallanteils nehmen wir:

W's Ws
— 450
koK' M kg K

(23)

Dabei haben wir fir den Metallanteil den Wert von Eisen genommen. Mit (7) erhalten
wir:

45
Cw ’ ’ 420
und mit (6) folgt nun:
Ws Ws

Ist die technische Dokumentation des Heizkorpers nicht mehr verfiigbar, so kénnen
diese Daten ndherungsweise mit Hilfe von Tabellen bestimmt werden, die in [6] unter
Abschnitt 2.2.2-2 zu finden sind. Zur Verwendung dieser Tabellen werden lediglich bauliche
Merkmale des Heizkorpers benotigt.

Beispiel 2. Wir betrachten noch einmal den Universalheizkérper aus Beispiel 1. Der Tafel
2.2.2-1 in [6] entnehmen wir die Werte:

a = 13, PHK,N = 1694W, Mmpgw = 8.1 k?g, MM = 39 k’g (26)

Die Werte fiir den Heizkérperexponenten und fiir die Normleistung sind sehr nahe an den
Herstellerangaben. Die Werte fiir die Massen sind etwas tiber den Herstellerangaben.

2.3 Bilanzgleichung einer Temperatur-Zone

Wir bezeichnen mit D, die Menge aller Raumluftpunkte der Temperatur-Zone. Weiterhin
seien ¢y, sowie oy, die spezifische Warmekapazitit sowie die Massendichte von Luft. Die in
der Raumluft gespeicherte Warmemenge zum Zeitpunkt ¢ ist dann gegeben durch:

Qu(t) = /D e1 00 97(t) dx = 95(t) cr, o1 / Lde = 94(t) e1 o1 (D)

Dy,

= CzrUz(t) (27)
mit der Warmekapazitit der Raumluft:

Czr = crorp(Dr) (28)

Dabei ist u(Dy) das Volumen der Raumluft der Temperatur-Zone.

8
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In analoger Weise konnen nun die Warmekapazitaten der Mobel in der Temperatur-
Zone bestimmt werden mit den jeweiligen spezifischen Warmekapazitdten und Massen-
dichten der verwendeten Materialien. Die Wéarmekapazititen der Mobel werden dann
zur Wirmekapazitdt der Raumluft addiert und ergeben die Wérmekapazitat Cy der
Temperatur-Zone. Die in der Temperatur-Zone gespeicherte Warmemenge ist dann ge-
geben durch:

Qz(t) = CzUz(t) (29)

Viele Tools zur thermischen Gebédudesimulation beriicksichtigen nur den Raumluftan-
teil fiir die Berechnung der Warmekapazitéit und vernachléssigen den Mobelanteil. Diese
Tools stellen jedoch die Moglichkeit bereit, den Mébelanteil durch Korrekturfaktoren zur
Wérmekapazitiat hinzuzufiigen [4]. Beriicksichtigt man nur den Raumluftanteil, so ergibt
sich mit:

Ws kg
— =12— 30
kgK ) oL m ( )

die Warmekapazitat der Temperatur-Zone durch:

cr, = 1000

Ws D
Cz = cporpu(Dr) = 1200 K #Ds)

3 (31)

Die zeitliche Anderung der Wirmemenge in der Temperatur-Zone ergibt sich aus
der vom Heizkorper an die Umgebung abgegebenen thermischen Leistung zuziiglich der
Waérmestrome, die in die Temperatur-Zone eintreten und abziiglich der Warmestrome,
die die Temperatur-Zone verlassen, d.h.:

dQz(t)
dt

= Pur.ap(t) + Pzein(t) — Pzaus(t) (32)

Dabei bezeichnen Pz .;, und Py 4, die ein- und austretenden Wérmestrome.

Zu den eintretenden Warmestromen zéhlen solare Strahlung durch Fenster, Warme-
leistung durch elektrische Gerédte oder auch durch Personen, die sich in der Temperatur-
Zone aufhalten. Austretende Wérmestrome sind die Warmeabgabe an die Auflenwand
und an die Fenster. Die Warmeabgabe an die Auflenwand teilt sich auf in einen Anteil,
der in der Warmekapazitiat der Aulenwand gespeichert wird und einen Transmissions-
wérmeverlust, d.h. den Warmestrom an die Auflenluft durch die Auflenwand. Die Wérme-
abgabe an Fenster teilt sich auf in einen Anteil, der in der Warmekapazitéit des Fensters ge-
speichert wird, einen Transmissionswarmeverlust, d.h. den Wéarmestrom an die Auflenluft
durch das geschlossene Fenster, sowie Luftwechselverluste, d.h. konvektiver Warmestrom
bei gedffnetem Fenster.

Wir werden im Folgenden die Eintriage durch solare Strahlung sowie die Warmeleistung
von elektrischen Geréten und Personen vernachléssigen. Dies hat zum Einen den Grund,
dass diese Eintrége in typischen Bestandsgebéduden, die nicht Niedrig-Energie-Hauser oder
Passiv-H&auser sind, gegeniiber der Warmeleistung des Heizkorpers wahrend einer Heiz-
periode vernachléssigt werden kénnen, und zum Anderen sind fiir die Modellierung dieser
Eintrage sehr genaue Informationen notwendig. Weiterhin werden wir die Luftwechselver-
luste vernachlédssigen.

Fiir eine genauere Modellierung des Warmedurchgangs durch die Aulenwand im dy-
namischen Fall sind die folgenden drei Prozesse zu beriicksichtigen:

e Wirmeiibergang von der Raumluft an die innere Oberfliche der Aulenwand
e Wirmeleitung durch die Aulenwand

e Wirmeiibergang von der dufleren Oberfliche der Aulenwand an die Auflenluft

9
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Beim Ubergang von der Raumluft zur inneren Oberfliche der AuBenwand entsteht eine
thermische Grenzschicht. Ebenso entsteht eine thermische Grenzschicht beim Ubergang
von der dufleren Oberfliche der Aulenwand zur Auflenluft. Die Wérmestréme von der
Raumluft zur AuBenwand bzw. von der AuBenwand zur Auflenluft kénnen mit Hilfe
von Wiérmeiibergangskoeffizienten beschrieben werden. Sowohl der innere als auch der
duBere Warmeiibergangskoeffizient héngen von der Stromungsgeschwindigkeit der Raum-
bzw. Auflenluft und der Oberflichenbeschaffenheit der inneren bzw. d&ufleren Wandober-
fliche ab. Insbesondere der duflere Wiarmeiibergangskoeffizient ist stark von den Wetter-
verhiltnissen abhéngig.

Zur dynamischen Beschreibung der in der Auflenwand gespeicherten Wérmemenge
zum Zeitpunkt ¢t wird die Wandtemperatur als Funktion des Ortes und der Zeit benotigt.
Die mathematische Beschreibung der Wandtemperatur fiihrt auf ein Anfangs- und Rand-
wertproblem fiir die Warmeleitungsgleichung, wobei die Randwerte die innere und duflere
Wandoberflichentemperatur sind.

Nach dem Beuken Modell kann eine einschichtige Wand durch eine T-Schaltung be-
schrieben werden, in der die in der Wand gespeicherte Warmemenge in der Mitte der Wand
konzentriert ist. Die Warmestrome von der inneren Wandoberfliche zur Wandmitte sowie
von der Wandmitte zur d&uleren Wandoberfliche werden dann durch die Wérmeleitungen
in den beiden Wandhélften beschrieben. Bei einer mehrschichtigen Wand erhélt man dann
eine entsprechende Hintereinanderschaltung solcher T-Schaltungen.

Wir werden im Folgenden die Wirmekapazitdten von Fenster und Auflenwand ver-
nachléssigen, d.h. wir beschreiben den Wérmestrom aus der Temperatur-Zone nur durch
die Transmissionswirmeverluste an die Auflenluft durch Fenster und Aulenwand. Diese
konnen zum Zeitpunkt ¢ beschrieben werden durch:

Pr(t) = kr (0z(t) = a(t)) (33)
mit dem Warmedurchgangskoeffizienten:

Dabei bezeichnen Up, Uy, die U-Werte von Fenster und Auflenwand, Ar, Ay die Flachen-
inhalte von Fenster und Aulenwand und 9 () ist die Aulentemperatur zum Zeitpunkt ¢.
Befinden sich mehrere Fenster im Raum, so kénnen die Produkte aus den U-Werten und
Fldcheninhalten der einzelnen Fenster addiert werden zum gemeinsamen Wert Ur Ap.

Bemerkung 1. Der U-Wert dient grundsdtzlich der Beschreibung der Transmissions-
wdrmeverluste im stationdren Fall. Geht man jedoch davon aus, dass die bei einem Auf-
heizprozess in der Wand gespeicherte Wirme und die bei einem Abkiihlprozess wieder
abgegebene Wirme sich in etwa ausgleichen, so kann der Transmissionswdrmeverlust
auch im dynamischen Fall mit Hilfe des U-Wertes hinreichend genau beschrieben werden.
Verzigerungseffekte, die bei einem Aufheiz- bzw. Abkiihlprozess durch die Speicherung bzw.
Abgabe von Wirme durch die Wand entstehen werden hierduch nicht beriicksichtigt.

Mit
PZ,ein = 07 PZ,aus<t) = PT<t> (35)

sowie (32), (14), (29) und (33) erhalten wir nun die Bilanzgleichung der Temperatur-Zone
durch:

Cz

WD)y (wﬂw)) —kp (97() = Da(t)  (30)

10
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3 Profile

3.1 Auflentemperatur

Da die Auflentemperatur im mathematischen Modell verwendet wird, bendtigen wir ein
Profil der Aulentemperatur. Hierfiir kann z.B. ein Wettermodell angewendet werden [17]
oder es konnen Messdaten verwendet werden [15]. Wir erstellen hier ein Profil fir die
AufBlentemperatur mit Hilfe von Messdaten. Sei hierzu

{9an(ih) i €{0,...,24}} (37)
ein Messdatensatz fiir 24 Stunden. Setzen wir
Vam(—1h) =94 m(0), Van(25h) = V4 p(240) (38)

so kann ein Temperaturprofil fiir einen Tag definiert werden mit Hilfe der Quasi-Inter-
polierenden [18] durch:

Da(t) = % 3" anrin) e (77 (39)

i=—1

Hierbei wurde die Fortsetzung auf —1 und 25 durchgefiihrt, um das Abklingverhalten der
Exponentialfunktion an den Intervallrindern zu kompensieren.

Beispiel 3. Wir betrachten ein Temperaturprofil mit stindlich gemessenen Daten fiir
einen Dezembertag. In der Tabelle sind die Messwerte angegeben und in Abbildung 1 sind
die Messdaten sowie das durch Quasi-Interpolation erzeugte Aufentemperaturprofil (39)
zu sehen.

m 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Jamnh) 99 28 26 -34 -3.6 -32 -36 -43 -41 -18 12 19

m 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23
Janlnl) 99 35 35 29 01 -04 -13 -07 -12 -15 23 -21

Tabelle 1: Messdaten der Auflentemperatur fiir einen Dezembertag.

Abbildung 1: Temperaturprofil durch Quasi-Interpolation (blaue Linie) und zugehéorige
Messdaten (schwarze Punkte) fiir einen Dezembertag.

11
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3.2 Nutzerprofil

Das Nutzerprofil ¥z sou(t) einer Temperatur-Zone beschreibt den zeitlichen Verlauf des
eingestellten Sollwertes am Heizkorperregler. Ein Sollwertsprung, d.h. der Sprung von
einem Sollwert J; auf einen anderen Sollwert 5, zum Zeitpunkt ¢, kann mit Hilfe der
Heaviside Funktion H beschrieben werden durch:

Vz.s0u(t) =01 4+ (Vo — V1) H(t — 1) (40)

Da dies eine unstetige Funktion liefert, werden wir einen Sollwertsprung zum Zeitpunkt
to mit Hilfe einer Approximation der Heaviside Funktion beschreiben, wie sie in [1] zur
Beschreibung einer Grenzschicht verwendet wurde. Fiir ¢ > 0 definieren wir die Funktion:

0 , t< —¢
H.:R—R, H.(t)=4q +(1+sin(3)) , te[—-c, ¢ (41)
1 , t>e¢
Fiir die Ableitung gilt:
JH. (¢ 0 , t< —¢
dEt( ) _ Zcos(F) |, te(-e, € (42)
0 , t>c¢
Wegen
. dH.(t) o« ™ .. dH(t)
tl\l‘nfls dt a 4_8 o <__) =0= tl/l‘n;ls d (43>
und dH. (1) dH. (1)
. () m ™ o :
T T < > 0=lim =0 (44)

ist die Funktion H. stetig differenzierbar. Mit Hilfe von H. beschreiben wir nun einen
Sollwertsprung durch:

Vz,s0u(t) = V1 + (V2 —01) He(t —to —€) (45)

Hierbei beginnt die Anderung des Sollwertes zum Zeitpunkt ¢, und ist nach At = 2
abgeschlossen. Der Wert ¢ kann dann geeignet gew&hlt werden.

In Abbildung 2 sind der Verlauf von H. und der Verlauf einer Sollwertédnderung von
¥ auf ¥9 zum Zeitpunkt ty mit Hilfe von H. zu sehen.

He(t) 07 Soll(t)
1 [ (92 L
1/2 -
o
t ! t
-£ 0 € to fo+e to+2¢

Abbildung 2: Links: Approximierte Heaviside Funktion H. (blau) und Heaviside Funktion
(schwarz). Rechts: Sollwertdnderung von ¥, auf 5 zum Zeitpunkt ¢, mit der Heaviside
Funktion (schwarz) und der approximierten Heaviside Funktion (blau).

12
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Beispiel 4. Wir betrachten das folgende Nutzerprofil. Zundchst ist die Solltemperatur in
der Nacht ber 18 °C'. Um 6 Uhr wird der Sollwert auf 22 °C" erhoht, um 9 Uhr wird er
auf 20 °C reduziert und um 20 Uhr wird er wieder auf 18 °C' reduziert. Mit Hilfe von H,
kann das Nutzerprofil wie folgt beschrieben werden:

97 sou(t) = (18 VAH(t—6h—¢)—2H.(t—9h—¢)—2H.(t —20h — 5)) °C (46)
Dabei wird e = 5min gesetzt. In Abbildung 3 ist das Nutzerprofil zu sehen.
9z,s0l(t) / °C

22+

20+

~

18

Abbildung 3: Nutzerprofil in Beispiel 4 mit € = 5min.

3.3 Heizkurve

Klassische Regeleinrichtungen von Wirmeerzeugern verwenden eine sog. Heizkurve zur
Bestimmung des Sollwertes Yy g0 (t) der Vorlauftemperatur 9y (¢). D.h. der aktuelle Wert
des Sollwertes wird bestimmt mit Hilfe der Auflentemperatur J4(¢) und einer gewissen
funktionalen Abhéngigkeit. Die Bestimmung des Sollwertes kann also beschrieben werden
durch:

Ivsou(t) = fur(t,9a(t)) (47)
mit einer Funktion fgx. Man spricht hier von einer witterungsgefiihrten Betriebsweise.
Um die Trégheit des Gebdudes abzubilden, wird héufig zunéchst ein gedampfter Wert der
AuBlentemperatur bestimmt. Die Funktion fpyx hingt vom Hersteller des Warmeerzeugers
bzw. vom Hersteller der Regelung ab.

Ist der Sollwert der Vorlauftemperatur 9y g, (t) geméf der Heizkurve bestimmt, regelt
der Regler des Warmeerzeugers die thermische Leistung so, dass die Vorlauftemperatur
Yy (t) diesem Sollwert entspricht.

In dieser Arbeit nehmen wir an, dass Wéarmeverluste auf den (isolierten) Rohrleitungen
auf dem Weg vom Wirmeerzeuger zu den Heizkorpern vernachléssigt werden kénnen, was
in typischen Einfamilienhdusern eine realistische Annahme ist. Wir nehmen also in dieser
Arbeit an, dass die Vorlauftemperatur des Warmeerzeugers an jedem Heizkorper anliegt.
Sind die Rohrleitungen ldnger, so dass diese Annahme nicht mehr gerechtfertigt ist, kann
ein Rohrleitungs-Modell verwendet werden [19].

Fiir die Einstellung der Heizkurve wird der Auslegungszustand betrachtet. Unter Aus-
legungszustand versteht man den stationédren Zustand, bei dem die Aulentemperatur der
Normauflentemperatur ¥4 y der entsprechenden Region entspricht und die Raumtempe-
ratur in jedem Raum der Raumsolltemperatur 9z go;,n entspricht. Die Raumheizlast Py,
ist die stationdre Warmeleistung, die notwendig ist, um die Raumtemperatur im Aus-
legungszustand auf dem Sollwert ¥ sy zu halten.

Die Normauflentemperatur héngt ab von der Region. Das Verfahren zur Bestimmung
der Raumbheizlast ist geregelt in der DIN EN 12831. Neben den Transmissionswirme-
verlusten werden bei der Heizlastberechnung auch die Luftwechselverluste mit einbezogen.

13
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Wir vernachléssigen hier die Luftwechselverluste und werden die gesamte Heizlast als
Transmissionswarmeverlust interpretieren. Mit:

Pyr =kr (Ozsoun —Van) (48)

folgt dann:
Pur

kr =
Uz s0u,N — VAN

(49)

In der DIN ist die Raumsolltemperatur mit
Vz,s0u,n = 20°C (50)

angegeben. Ausnahmen bilden Badezimmer und beheizte Nebenrédume.

Da der Auslegungszustand ein stationérer Zustand ist, verschwinden die zeitlichen
Ableitungen der Temperaturen. Im Auslegungszustand entspricht also die vom Heizkorper
abgegebene thermische Leistung der Raumheizlast.

Wir betrachten ein Gebaude mit n Heizkorpern. Befinden sich mehr als ein Heizkorper
in einem Raum, so wird die Raumheizlast in geeigneter Weise auf die Heizkorper aufgeteilt.
Es wird also jedem Heizkorper eine Heizlast zugeordnet. Mit (14), (17) und (48) erhalten
wir fiir j=1,...n:

PHK,NJ (ﬁMj,Ausleg + ﬁR,j,Ausleg
(50K)” 2

Dabei bezieht sich der Index j auf die Nummer des Heizkorpers. Mit einer vorgegebenen
Auslegungsspreizung;:

- 19Z,Soll,N,j> = Purj (51)

A'L9]',Ausleg = ﬁV,j,Ausleg - ﬂR,j,Ausleg (52>

erhalten wir:

P, j 29y usle _Aﬁ usle “
HK,N,;j < V,j3,Ausl 92 7,Ausleg - ﬂZ,Soll,N,j) — PHL,j (53)
(50K>
und somit: y
Py % AV ausie
Vv, Austeg = 90K (ﬂ) +Yz,50u,n,5 + % (54)
HEK,N,j

Dies ist die Vorlauftemperatur, die der Heizkérper j im Auslegungszustand benotigt.
Da alle Heizkorper die gleiche Vorlauftemperatur vom Wérmeerzeuger erhalten, muss
die Auslegungsvorlauftemperatur nach dem Heizkorper ausgelegt werden, der die hochste
Vorlauftemperatur benotigt. Wir setzen daher:

1/a;
Vv, Ausleg = INAX (50K (m) + Uz 501N, + M) (55)
j€{L,...n} HEK,N,j 2

Die Heizkurve muss dann so eingestellt werden, dass diese Vorlauftemperatur im Aus-
legungszustand vom Wérmeerzeuger geliefert wird. Bei hoheren Temperaturen wird die
Vorlauftemperatur geméfl der Heizkurve reduziert. Typische Heizkurven sind leicht ge-
kriitmmt, um dem Heizkorper-Exponenten Rechnung zu tragen. Wir gehen hier davon
aus, dass die Vorlauftemperatur stets dem Sollwert entspricht.

14
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4 Bestimmung der Zustandsgrofien

4.1 Anfangswertproblem fiir eine Temperatur-Zone

Es seien nun ¥g o und vz, gegebene Anfangswerte fiir ¥ und ;. Weiterhin sei 7" > 0
die Beobachtungszeit. Mit (20) und (36) erhalten wir zur Bestimmung der Temperaturen
Yg und ¥z im Zeitintervall [0, 7] das folgende Anfangswertproblem:

dir(t) _ cwow V() (9y(t) — Ir(t))

dt Cuk
B le{i <19v(t) ;' Ur(t) . 19Z(t>> , te(0,7) (56)
49 4(t) ki (Vv(t) + Ur(t) ’
a Oy ( 2 N ﬁZ(t))
_ g_TZ (W07() —9a),  te(0,T) (57)
9r(0) = Iro (58)
U7(0) = Yzo (59)

Satz 1. Es seien Oy, 04 und V gegebene stetige Funktionen. Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem (56) - (59) eine eindeutig bestimmte lokale Lisung.

Beweis. Das Anfangswertproblem (56) - (59) kann geschrieben werden in der Form:

%(Zﬁﬁii) = F(t,9r(t),02(t), t€(0,T) (60)
(i) = (52 o

mit:

Filt,yiu) = cw ow V() (v (t) — ) kuk (ﬁv(t)"‘?/l _y2>a (62)

Cuk _CHK 2
k Iy (L) + “ ok
Rt = 2 (PO ) - 2 a0 (63

Da F stetig nach y; und y» partiell differenzierbar ist, folgt die Behauptung mit dem Satz
von Picard-Lindel6f [20]. O

4.2 Volumenstrom

Zur Bestimmung des Volumenstromes V' (¢) betrachen wir zunéchst den quasi-stationiren
Zustand, d.h. dass nach einer Sollwertdnderung die zeitlichen Ableitungen vernachléissigt
werden konnen. Aus (56) + (57) erhalten wir dann:

cw ow ‘}(t) <19V(t) - 191«2(@) = kux (W - 192(75)) ) (64)
- (M - @z<t>> =t (92(0) — 04(0)) (65)
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Nun gehen wir von der idealen Annahme aus, dass der Heizkorperregler exakt arbeitet,
d.h. dass die Temperatur ¢ z(t) gleich dem Sollwert ¥z g0 (t) ist und der Heizkorperregler
sehr schnell den Volumenstrom regulieren kann. Dies ist natiirlich nur méglich, wenn
die zugefiihrte thermische Energie hierfiir ausreicht. Wir werden daher eine Bedingung
formulieren unter der die Gleichung

Vz(t) = Vz,50u(t) (66)

als wahr angenommen werden darf. '
Der Volumenstrom ist beschriankt durch einen maximalen Wert V... Dieser Wert
héngt ab von der vorliegenden Hydraulik. Mit

Vinaw > V(1) (67)
und (64), (65) + (66) erhalten wir:
ew ow Vinas (W(8) = (1) = cw ow V(t) (90(t) = In(t))
- b (M . 192,50”<t>>a

2
= kr (Vzson(t) —Va(t)) (68)
und somit: _ 3
ew 0w Vinas (9v(8) = (1)) = b (9z.50(t) = (1)) (69)
bzw.:
Dr(t) < Oy (t) — k—T (Vz,501(t) — D al(t)) (70)
Cw Ow Vma:(;

Mit (65), (66), (70) und der Monotonie der Potenzfunktion folgt nun:

kr (9z.s0u(t) —Va(t))
o (w . ﬁszl@)

2
I (1) + D (t) = —E2— (W soult) — Da(t)) ’
< kurk ( oW ;mm — 9z 50u(t)
kr (95 son(t) — Oa(t “
— kyx <19V(t) _ b Wzsou(?) : alt)) _ ﬁZ,So,,(t)) (71)
2 Cw Ow Vmaz
und somit:

kr (Vz.s0u(t) — 9a(t))
2 Cw Ow Vmaz

kr (Vz,50u(t) —0a(t)) < kuk <19V(t) — — 192,5011(15))& (72)

Hieraus erhalten wir die Bedingung:

kr (Vz.s0u(t) —9a(t)) N ( kr

1/a
2 cw ow Vmax — (Vzs0u(t) — 19,4(1&))) (73)

Yv(t) > Dzs0u(t) + p
HK

Wir setzen:

Ip(t) == Vzsou(t) + kr (Vz,s0u(t) — D a(t)) . ( kot

1/a
. — (Vzs0u(t) —Va(t 74
ol “ a0 1 (E sl = 0a)) (7
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Hiermit kann die Bedingung formuliert werden durch:
Oy (t) = Up(t) (75)

Es sei nun die Bedingung (75) erfiillt. Mit (65) und (66) erhalten wir:

ki (w - ﬁz,sou@)) — by Dz s(t) — 9a(1) (76)
und somit:
1/a
1§R(t> =— ﬂv(t) + 2 (ﬂz,goll(t) + (/{i]_TK (ﬂZ,Soll(t) — 19,4(t))> > (77)

Mit (64) und (66) erhalten wir weiterhin:

Dy (t) + Dp(t)
2

ew ow V(1) <19v(t) _ 1§R(t)> - ( — 9 500 (t)) (78)

Setzen wir (77) hier ein, so erhalten wir:
V(t) = kr (97,500(t) — Va(t)) .
2w ow (Mt) - (192,%@) + (B zsanlt) = Va(t)) ))

(79)

Ist die Bedingung (75) nicht erfiillt, so ist die zugefithrte thermische Energie nicht
ausreichend, um die Temperatur auf ihrem Sollwert zu halten. In diesem Fall wird der
Heizkorperregler den Volumenstrom auf den maximalen Wert Vmax regeln. Wir setzen
daher in diesem Fall den Volumenstrom auf seinen maximalen Wert.

Wir setzen nun fiir den Volumenstrom:

kr (92,501 (1) =94 (1))

V(t) =< 2cwow (ﬂv(t)*@z,sozz(t)f(% (ﬂz,sozz(t)*ﬁA(t)))l/a>) (80)
Vinaz ) ﬂv(t) < ﬁB(t)

Satz 2. Der Volumenstrom (80) ist stetig.
Beweis. Mit (80) und (74) erhalten wir:
kr (9z.s0u(t) —Va(t))
e o (95(0) = (Vzs(®) + (5 (Ozsm(®) = 02(00) "))
kr (Vz,50u(t) —Va(t))

lim  V(t) =
Yy () \V9B(1)

= Vmam
2w o (Pl t))
= lim ~ V(t 81
Jy(t) /IB(t) Q (81)
Hieraus folgt die Behauptung. O

Satz 3. Es seien 94 sowie ¥y stetige Funktionen und V gemdf (80). Dann besitzt das
Anfangswertproblem (56) - (59) eine eindeutig bestimmte lokale Lisung.

Beweis. Nach Satz 2 ist (80) stetig. Die Behauptung folgt daher mit Satz 1. O
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4.3 Normierung

Mit
Ws kg _4200Wh 1 _7TW 1
C _— =" —_ = — —_— —
wow ==K 1 3600 K I 6K Ih
erhalten wir:
cwow %% ) Z/Lh _ 7 - 3600 - l/h _ 4200 -1
Crr vgg/l% % m(i?/% Lh m%/% : %
kux Puxn @ EErw 3600 LN
- a - a S o C 1
Cur (50K) Curc (50K 5t e T 50° K
knx  Pugny AW 3600 Dias
Cz (oK) Cr (50K) 75 e 50wk Ko
i kr W kr
T  W/KK W/K 1
s/K K WS/K
ko _ Mlij e 3 kr
- Tw—T =% L
K k
kT K ( 0K> W/TK ar-a—1
k - PHKN W - Prg, N S0°K
HK W W

-1

(86)

(87)

(88)

Hiermit erhalten wir fiir das Anfangswertproblem (56) - (59) die normierte Darstellung:

ﬁB(t) _ % k/TK (19Z,$oll(t) - ﬁA(t)) 4 50K ( m]/c/TK (ﬁz,goll(t) — ﬁA(t)>>1/a

P, N
w

Vmaz‘
1/h

K
[0,

+Vz50u(t), t€
g k/TK (Vz.s0u(t) —Da(t))

19v(t) > 193(15) , L€ [O,T]
V(t) = Vi,  Ov(t) <9p(t), te[0,T]
dVg(t) 4200 V(t)

= o (D (t) — Ig(t) b
dt T 1/h
PHKN ¢
3600 Ly (19v(t)+79R(t)_192(t)) Tt te(0,7)
a Cyk a— ’ 7
50 Ws/KK ! 2
dWa(t) _ 3600 T (WO
Ty 2 A
Ws/K
_kr
T (020 —0a(0) b7 1 (0.7)
WS/K
ﬂR(O) = ﬁR,O
’192(0) — 79Z,0

18

whe (9 son(t) — Ol Ve h
19V(t) - ﬁZ,Soll(t)+5OK (PVHVQ,{N ( S K_ . )>>

(89)
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5 Abschlielende Bemerkungen

Mit (90) 4+ (91) kann der Volumenstrom separat bestimmt werden und steht aufgrund
von Satz 2 als stetige Funktion fiir die Losung des Anfangswertproblems (92) - (95) zur
Verfiigung.

Es seien nun Vi (t), ..., V,,(t) die Volumenstrome und 951 (), ..., Ur.,(t) die Riicklauf-
temperaturen der Heizkorper des Hauses. Die Riicklaufrohre der Heizkorper miinden in
einem gemeinsamen Riicklauf, der das abgekiihlte Heizungswasser zum Wérmeerzeuger
zuriick transportiert. Der Gesamtvolumenstrom Vges(t) im Wirmeerzeuger ergibt sich als
Summe iiber alle Volumenstréme von den Heizkorpern. Fiir Ve (t) # 0 beschreiben wir
die Riicklauftemperatur ¥ 4es(t), die im Wérmeerzeuger ankommt, durch:

19R,ges <t> = Z; V‘gfizi) 19R7i (t) (96)

Im Fall Vj.,(t) = 0 kann die Riicklauftemperatur 9z ges(t) durch einen Abkiihlprozess in
der Warmezelle des Warmeerzeugers beschrieben werden.
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